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Аннотация: В четырехмерном евклидовом пространстве рассмотрено 
отображение двухмерных поверхностей 
f : ', x f ( x ) Y 'Φ→Φ ∀ ∈Φ = ∈Φ

 Найдены необходимое и достаточное условия минимальности образа поверхности 
Ф в отображение f. 
 Аннотация: Төрт ченемдүү евклиддик 4E  мейкиндигинде эки ченемдүү  Φ жана 

'Φ беттерин чагылтуу каралган.  
Ушул чагылтуудагы Ф бетинин элесинин минималдык болушунун зарыл жана 

жетиштүү шарттары табылган.  
 Annotation: It is considered a mapping of 2-dimensional surfaces Ф and Ф' in 4-

dimensional Euclidean space En: f : ', x f ( x ) Y 'Φ→Φ ∀ ∈Φ = ∈Φ . 
Necessary and sufficient conditions of  minimality of the  emage of the surface Ф in the 

mapping f are found. 
Ключевые слова: распределение, евклидово пространство, минимальное 

распределение, отображения. 
 Ачкыч сөздөр: бөлүштүрүү, евклиддик мейкиндик, минималдык бөлүштүрүү, 
чагултуу. 
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В четырехмерном евклидовом пространстве 4E , отнесенном к ортонор-мированной 

системе координат { }αJ,J,O i

rr
=ℜ  ( )4,3,,;2,1k,j,i == γβα , задана двумерная 

поверхность Ф : 
( ) ( )4,3,2,1c,b,aJu,uxХ a

21a ==
rr

. 

 Функции ( )21a u,ux  предполагаются достаточно высокого класса 
дифференцируемости. Присоединим к поверхности Ф  подвижной ортонормированный 
репер { }ae,Х r

=ℜ , где орты ier  принадлежат касательной двумерной плоскости ( )ХT2  к 
поверхности Ф  в точке Х , а вектор αer  образуют ортонормированный базис 
ортогонального дополнения  ( )ХN2  касательной плоскости ( )ХT2 . 
 Деривационные формулы такого репера имеют вид: 

.eeed,eeed,eХd j
j

ij
j

iii
i

β
β
αααα

α ωωωωω rrrrrrrr
+=+==   (1) 
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 Уравнение поверхности Ф  в этом репере запишется в виде: 0=αω .  
Дифференцируя внешним образом последнего равенства и применяя лемму Картана [1] 
получим: 

αααα ωω jiij
j

iji bb,b == .     (2) 

Как известно, функции α
ijb  для каждого фиксированного α  образуют дважды 

ковариантный симметрический тензор. Мы имеем систему двух вторых основных тензоров 
α
ijb  поверхности Ф . 

Дифференцируя тождество ijji ee δ=⋅
rr

, где ijδ  – символ Кронекера, получим: 

0i
j

j
i =+ωω .     (3) 

Аналогично, дифференцируя тождество 0eei =⋅ α
rr

 имеем:  

0i
i =+ α
α ωω .     (4) 

 Пусть в некоторой области Ф⊂Ω  задана ортогональная сеть 2Σ . Векторы ier  
подвижного репера ℜ  расположим на касательных в точке  к линиям данной сети. 
Тогда формы ( )jij

i ≠ω  главные [2]: 
kj

ik
j

i a ωω = ,       (5) 

где j
ikа  – инварианты сети. 

Пусть Ф′ другая гладкая двумерная поверхность в 4E . Рассмотрим 
дифференцируемое отображение ФФ:g ′→ . Присоединим к поверхности Ф′  
подвижной репер ( )αα,α,Y i

rr
=ℜ′ , где ( ) ( )3e,XФXgY r

∩′== , 

α
αepepα ik

k
ii

rrr
+= , ββ ea rr

= .    (6) 

Деривационные формулы репера ℜ′  имеют вид: 
,aYd j

j rr
ω=

       
(7) 

α
αωω αααd ij

j
ii

rrr
+= ,      (8) 

α
α
βββ ωω αααd j

j rrr
+= ,     (9) 

где αα eα rr
= . Будем считать, что реперы ℜ , ℜ′  согласованы так, что  

ii ωω = .      (10)  
Уравнение поверхности Ф′  в репере ℜ′  имеет вид: 0=αω . Дифференцируя его 

внешним образом и применяя лемму Картана  получим: 
αααα ωω jiij

j
iji bb,b == ,    (11) 

где α
ijb  – система двух вторых основных тензоров поверхности Ф′ . 

Найден связь между дифференциальными формами β
α

α ωωω ,, i
j

i  и β
α

α ωωω ,, i
j

i .  
В работе Г.М. Борбоевой  «Геометрия отображений поверхностей евклидова пространства, 
порождаемых заданной сетью» [3]. 

( )l l j k j j
i j i i k ip dp p pα

αω ω ω= + +%                              (12) 

Х
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        ( ) ( )l k l j k j j
i i i k i l j i i k idp p p p p dp p pα α β α α β

β βω ω ω ω ω= + + − + +          (13) 

       j j k
kpα αω ω= %                                                (14) 

 k j k
j kp pβ β

α α αω ω ω= − %                                         (15) 

 ( ) ( )j k j j k
i i i k i j i i k ida dp p p e dp p p eaaa   β a

a β aω ω ω ω= + + + + +
r r r

                   (16) 

Вектор 
1
2

ij
p ijM g â eα

α=
r r

 называется вектором средней кривизны поверхности Ф. Если 

0M =
rr

, то поверхность называется минимальной. 
 Напишем вектор средней кривизны M '

r
 поверхности  Ф′ : 

 
1
2

ij
ijM ' g â eα

α=
r r

, 

где  ijg   - контравариантные компоненты метрического тензора ij
i jg a a=

r r
поверхности 

Ф′ . 
Пусть поверхность Ф′  является минимальной, т.е. 0M

rr
=′ , тогда имеем: 

0bg ii
ij =α .       (17) 

Из равенства (13), учитывая αα
ijij ppd = , получим: 

( ) ( )k
ji

k
ji

k
ijkjikj

k
iijii apappp~papbppb b

baa
b

baaa ++−++= l
ll

l .  (18) 

Из (16), учитывая что ij j ip d pα α= имеем: 

( ) ( ) α
α
β

βαα
β

β eαpβppeβpαppαd jikj
k
iijk

k
ji

k
ji

k
ijij

rrr
l

l +++++= . 
Тогда находим, что: 

ijjikj
k
iij adeapbpp rr

a
a
b

baa =++ , 

( ) ∑=++
k

ijkk
k
ji

k
ji

k
ijk adep~papappp~p rrl

ll
ll

l
a

β
βa . 

Учитывая последние равенства формулы (18) напишем в виде: 

ij
k

kkijij adep~padeb rrrr l
l 






−= ∑ a

a
a   или  

ij
k

kkij adep~peb rrr l
l 






 −= ∑ a

a
a ,    (19) 

где ∑ =−
k

kk mep~pe α
α

α
rrr l

l . 

Тогда геометрический смысл равенств (17) заключается в следующем: 

0adgep~pe ij
ij

j
jj =







− ∑ rrr l

l
a

a .     (20) 
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или 0adgm ij
ij =⋅

rr
a . Введем обозначение: 

ij
ij adgk rr

= .      (21) 

Тогда (17) 0km =⋅⇔
rr

α  (для всех значений )4,3=α . 

Верно и обратное, т.е. если имеет место 0m kα ⋅ =
rr

, то поверхность  ( )f ÔΦ ′=
является минимальной. 

Таким образом доказана 
Теорема.  Для того, чтобы поверхность ( )Ô f Φ′ = была минимальной 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 0m kα ⋅ =
rr

. 
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