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Аннотации: Методом интегральных уравнений и функции Римана доказано 
существование и единственность решения краевой задачи для псевдопараболических 
уравнений, когда условия склеивания задается на двукратной действительной 
характеристике. 
 Интегралдык теңдемелер жана Римандын функциясы методдору менен 
псевдопараболалык теңдемелер үчүн жабыштыруу шарттары эки эселүү чыныгы 
характеристикада берилген чек аралык маселенин чечиминин жалгыздыгы жана 
жашашы далилденген. 
 The method of integral equations and the Riemann function proved the existence and 
uniqueness of solutions of the boundary value problem for pseudo-parabolic equations when 
gluing the conditions set on the actual characteristics of the double. 
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1. Постановка задачи. В области { }hyhxyxD <<−<<= 1,0:),(   0,,( 1 >hh  рассмотрим 
уравнения 

)0(),(,0)( 11 >∩=∈=−≡ yDDyxuuuL xyxxx                                               (1) 
)0(),(,0)( 2222222 <∩=∈=+++++≡ yDDyxueuducubuauuL yxxyxxxxy                     (2) 

где 22222 ,,,, ecdba  - заданные функции.  
Линия 0=y  является трехкратной действительной характеристикой уравнения (1), 

поэтому это уравнение часто называется уравнением с кратными характеристиками [1]. 
Однако, из-за наличия члена xyu , постановка задачи и свойства решения уравнения (1) 
аналогично параболическим уравнениям. 

Уравнение (2) по терминологии работы [2] называется псевдопараболическим 
уравнением. Это уравнение имеет двукратную действительную характеристику 0=y  и 
однократную характеристику 0=x . 

В работе рассматривается краевая задача для уравнений (1) и (2), где условия 
склеивания задаются на двукратной характеристике 0=y . 
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Рассматриваемые уравнения используются при изучении поглощения почвенной 
влаги растениями [3]. 

Пусть mnC +  означает класс функций, имеющих производные 
).,...,1,0;,...,1,0(/ msnryx srsr ==∂∂∂ +  

Относительно коэффициентов уравнения предполагаем следующее: 

).()()(),()(

),()(),()(
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02
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DCeDСDСdDCDCc

DСDCbDCDCa

∈∩∈∩∈

∩∈∩∈
++
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Задача 1. Найти функцию 
)],()([)()()(),( 2

12
1

03111 DCDCDCDCDCyxu +++ ∩∩∩∩∈  
удовлетворяющую уравнения (1) и (2) в областях 1D  и 2D  соответственно, краевым 
условиям 

),(),0( 1 yyu ϕ=  )(),0( 2 yyux ϕ= , ,0),(),( 3 hyyyu ≤≤=ϕ                        (4) 
)(),0( 1 yyu χ= , ),(),0( 2 yyux χ=  01 ≤≤− yh                                      (5) 

и условиям сопряжения 
),0,()0,( +=− xuxu  ,0),0,()0,( ≤≤+=− xxuxu yy                                      (6) 

где )2,1()(),3,1()( == jyiy ji χj  - заданные гладкие функции, удовлетворяющие условиям 
гладкости 

)2,1(]0,[)(

],,0[)(],,0[)(),(

1
1

1
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2
31

=−∈

∈∈

ihCy
hCyhCyy

iχ

ϕϕϕ
                                                 (7) 

и условиям согласования 
).0()0(),0()0(),0()0( 221111 χϕχϕχϕ =′=′=                                                  (8) 

Введем обозначения 
,0),()0,()0,(),()0,()0,( ≤≤=+=−=+=− xxxuxuxxuxu yy ντ                         (9) 

где ),(xτ )(xν  - пока неизвестные функции. 
2. Представления решения задачи 1 в области 2D . Рассмотрим следующую 

вспомогательную задачу: найти функцию )()()(),( 2
12

2
11

2
1 DCDСDCyxu ++ ∩∩∈  

удовлетворяющую уравнению (2) и краевым условиям (5) и начальному условию 
.0),()0,( ≤≤= xxxu τ                                                            (10) 

Для решения этой задачи будем применить метод функции Римана. 
Рассмотрим тождество 

,])([]
)([)()(
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*
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ηξξξξη

ξξξηξη

ϑϑϑϑϑ
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udubuuCub
uauauuuLuL

−+−+

+−+=−
                                  (11) 

где .)()()()()( 22222
* ϑϑϑϑϑϑϑ ηξξηξξξξη edcbaL +−−++−≡  
Пусть ),,,( ηξϑ yξ  - является решением следующей задачи: 

},0,0:),{(),(,0)),;,(( *
2

*
),(2 <<<<=∈= ηξηξηξϑηξ yξyξDyξL            (12) 

;0,),(exp|),;,(,0|),;,( 2 ≤≤









== ∫== ηηxϑηxϑ

η

xxx ydttxayxyx
y

xx           (13) 

,0),;,(|),;,( 1 xyxyx y ≤≤== xxθηxϑ η                                                (14) 
причем );,(1 ξθ yξ  определяется как решение задачи Коши: 
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.1),;,(,0),;,(

,0,0),;,(),()],;,(),([),;,( 22
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<<=+−

== xx
yyxyyx

xyyxydyyxybyyx

xxx

xxx

xϑxϑ

xxϑxxϑxxϑ
         (15) 

При выполнении условия (3) задача (15) однозначно разрешима. 
Решение задачи (12) - (14) можно построить методом интегральных уравнений. 

Решение этой задачи назовем функцией Римана. 
Интегрируя тождество (11) по области *

2D , получим 
[ ] [ ]

[ ].])(
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∂                       (16) 

Используя свойства функции Римана ),;,( ηξϑ yξ , из (16) получим представление 
решения задачи 1 в области 2D : 

[ ]∫

∫

++′−′+
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y

x

dyxEyxCyxyxb

dyxAxxyxyxu

0
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         (17) 

где [ ] ),0,;,()0,()0,;,()0,()0,;,();,( 221 ξϑξξϑξξϑξ ξξξ yξdyξbyξyξA −+−=  
),,0;,(),0(),0;,();,( 21 ηϑηηϑη ξ yξbyξyξB −=  ),,0;,(),0();,( 21 ηϑη yxyayxC −=  

).,0;,(),0(),0;,(),0(),0([);,( 2221 ηϑηηϑηηη ξξ yξayξCayξE +−=  
Вычислив производную по y  от ),( yxu  с использованием формулы (17), затем устремляя 
y  к нулю, имеем соотношение между )(xτ  и )(xν : 

),()();0,()()0,;0,()( 1
0

1 xgdxAxxxx
x

yy ++= ∫ xxτxτϑν x                        (18) 

где ).0()0,0,()0()0,0,()0()0,0;0,()0()0,0,()( 11212111 χχχϑχ xExCxxBxg ++′−′=  
3. Функциональное соотношение между )(xτ  и )(хν . Уравнение (1) запишем в виде 

).()( 1 yyuu yxx ϕω ′−=−                  (19) 
где )(yω  - неизвестная функция. 

Из (19) при 0→y  имеем 
).0()0()()( 1ϕωντ ′−=−′′ xx                                                            (20) 

Исключая )(xν  из (18) и (20) получим 

),(~)(),(~)()()0()( 1
0

11 xgdxAxxax
x

+++=′′ ∫ xxτxτωτ                                   (21) 

где ),0,;0,()(),0()()(~
1111 xxxaxgxg yxϑϕ =′−=  ),;0,(),(~

11 ξξ ξAξA y=  а )0(ω  - неизвестная 
константа. 

Решение задачи Коши для уравнения (21) при условии 
)0()0(),0()0( 21 χτχτ =′=  

представим в виде 

  ),()(),()0(
2
1)( 2

0
2

2 xgdxAxx
x

++= ∫ xxτxωτ            (22) 
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где ,),(~)())((),( 112 ∫ −+−=
x

dttAtxxaxA
x

xxxx  .)(~)()0()0()(
0

1212 ∫ −++=
x

dttgtxxxg χχ  

Если учесть условие согласование )0()( 2ϕτ = , то из (22) можно определить :)0(ω  

[ ] ∫−−=






 0

122222 )(),(2)()0(2)0( ξξτξϕω dAg . 

Тогда из (22) получим следующее интегральное уравнение для )(xτ : 
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          (23) 

где 2
22223 )]()([1)()( xegoxgxg −+= ϕ


. 

После обращения вольтеровской части уравнения (23) приходим к уравнению 
Фредгольма второго рода 
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где [ ] ),()(1),( 2
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0
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резольвента ядра ),(2 txA  
Согласно общей теории [4], если  

      1<L ,             (25) 
где ),(max

,0
x

x
xHL

x ≤≤
= , то уравнение (24) имеет единственное решение. 

4. Решение задачи 1 в области 
1

D . С помощью функции Грина ),;,( ηξyξG : 
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Представим решение уравнения (19), удовлетворяющее краевым условием 
)()0,(),(),(),(),0( 32 xxuyyuyyu τϕϕ ===   

в виде  
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Из (26) с помощью условия ),(),0( 1 yyu ϕ=  получаем интегральное уравнение 

     ),()(),(
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y

=∫ ηηωη             (27) 

где 
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Так как 
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Здесь ꞌ - означает отсутствие члена суммы при .1=n  
Если учесть, что ,1),(lim =

→
η

η
yK

y
 то из (27) путем дифференцирования получим 

интегральное уравнение Вольтерра второго рода 

),()(),()(
0

yrdyKy
y

y ′=+ ∫ ηηωηω  

допускающее однозначное решение. Подставляя найденную функцию )(yω  в (26) получим 
решение задачи 1 вобласти 1D . 
 Таким образом доказана 

Теорема. Если выполняются условия (3), (7), (8) и (25), то решение задачи 1 
существует и единственно. 
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